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I.
Recherche Opérationnelle

et
Graphes
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Définition

Discipline des méthodes scientifiques
pour aider à mieux décider
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Un détour par la théorie
des graphes
Théorie développée depuis le 20ème siècle

Vocabulaire, théorèmes, algoritmes,…

Claude Berge
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GRAPHES NON ORIENTÉSGRAPHES NON ORIENTÉS

a

b

c

d

e

f

g

A3={[a,e], [b,f],
[e,f], [d,f],...}

chaîne de a à d
[a,e],[e,f],[f,d]

G3G2=(X2,U2)

X2 = {sommets}

U2 = {arêtes} =
{[a,e],[a,b],
[a,c],[b,e],..}

noeuds
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Circuler
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Critère 1: le temps

Critère 2 : le coût

Calcul du chemin de
temps (ou coût)
minimal

Cheminer
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Chemin
trouvé

facilement
par un

algorithme
de

graphe

Cheminer
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Router
capacités
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Un peu d’Histoire…

La ville de Koeninsberg est traversée par la
Pregel, qui coule de part et d’autre de l’île de
Kneiphof, et possède sept ponts.
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Euler (1736) : Peut-on se promener
dans la ville en traversant chaque

pont une et une seule fois ?

a

b

d

c
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Chaîne eulérienne : passer une
fois et une seule par chaque arête

du graphe

a

b

d

c
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Un graphe connexe admet une chaîne
eulérienne si et seulement si le nombre de
sommets de degré impair est 0 ou 2

"On peut se "promener" dans le graphe en
passant une fois et une seule par chaque
arête si et seulement si le nombre de
sommets extrémités d'un nombre impair
d'arêtes est 0 ou 2."

Théorème d'Euler
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Peut-on se promener dans la ville en traversant
chaque pont une et une seule fois ?

NON !

a

b

d

c

3

5

3 3
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En ajoutant un pont:
OUI !

a

b

d

c

4

5

3 4
Départ

arrivée
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Le problème de l'existence d'une chaîne
hamiltonienne dans un graphe.

W.R. Hamilton (1850) "Peut-on se
"promener" dans un graphe en passant une

fois et une seule par chaque sommet ?"
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Existence d'une chaîne
hamiltonienne dans un graphe

a

b

d

c

a

b

d

c

OUI ! NON !

Une question à laquelle il est bien difficile
de répondre si le graphe est grand !
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II.
Recherche Opérationnelle

et
Complexité
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Approche de la théorie de
la complexité

Théorie développée à la fin du 20ème
siècle (S. Cook 1970 et L. Levin 1973)

J. Edmonds, R Karp, …
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Des problèmes qui se ressemblent
et pourtant...

un problème "facile"
existe t'il une chaîne eulérienne dans G ?

et

un problème "difficile"
existe t'il une chaîne hamiltonienne dans G ?
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Complexité

Attention!
Nous donnons ici une

réponse INTUITIVE

Problème de Décision (décidable)
Réponse par OUI ou NON

Qu'est la "théorie de la complexité" ?
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Classe NP

De manière intuitive, un problème de
décision est dans la classe NP si,

quand on sait que la réponse est OUI,
on peut facilement convaincre un tiers

que c’est vrai.

Il est facile de VERIFIER que la réponse
est oui (mais on ne peut pas forcément

trouver que la réponse est oui).
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Exemple si Carlos sait qu'il existe une
chaîne hamiltonienne dans un graphe

donné, il peut facilement vous en convaincre

Mais si le graphe
est grand,
Carlos ne pourra
pas savoir si
cette chaîne
existe
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Classe P
Un problème de NP est "facile"

(polynomial) si on peut le résoudre par
un algorithme "efficace"

(temps polynomial en fonction de la
taille de l’instance)

Exemples
•L'existence d'une chaîne eulérienne
dans un graphe
•Vérifier qu'un nombre n'est pas premier
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Un problème est "difficile" si les seules
méthodes connues pour le résoudre

exigent un temps de calcul exponentiel
en fonction de la taille de l’instance

Exemples
•L'existence d'une chaîne hamiltonienne

dans un graphe
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Classe NP-C

Un problème de NP est NP-complet si
"savoir le résoudre efficacement"

implique
"savoir résoudre efficacement TOUS les

problèmes de NP" .
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NP-C P

Problèmes

NP

?

?

?

?

?

Problèmes non classés?
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Pour montrer qu'un problème P est
polynomial

il faut trouver un algorithme pour le résoudre
et prouver que cet algorithme s'exécute en un
temps qui augmente de façon polynomiale en

fonction de la taille de l'instance traitée
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Pour montrer qu'un problème P est
NP-complet, on choisit un problème déjà

connu pour être NP-complet, soit Pnc , et on
montre que Pnc peut se "transformer" en P.

Donc, si on savait résoudre P, on saurait
résoudre Pnc.

Or, on ne sait pas résoudre Pnc : donc il va
sûrement être difficile de résoudre P.

P va, à son tour, être classé NP-complet.
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NP-C P

Si on savait résoudre facilement P on saurait résoudre

aussi Pnc; or on ne sait pas résoudre Pnc
P est donc sûrement difficile à résoudre

NP

?

?

?

?

Pnc

P
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Les problèmes sont classés de façon
incrémentale: la classe d'un nouveau

problème est déduite de la classe d'un ancien
problème.

L'établissement d'un "premier" problème NP-
complet pour classer tous les autres s'est

donc avéré nécessaire.
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Le théorème de Cook

Stephen Cook
a classé le

problème SAT
comme NP-complet

SAT est le premier problème
NP-complet connu
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Clay Mathematics Institute, Cambridge,
Massachusetts 02138 USA
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Voulez-vous gagner 1 000 000 $ ?

Il "suffit" de démontrer la conjecture suivante
P = NP

(ou bien de prouver que
P = NP)

Prix Clay

Pour prouver que P = NP il faudrait résoudre
l'un des problèmes NP-complets avec un

algorithme polynomial. Faire "tomber" un seul
de ces problèmes dans la classe P ferait tomber

l'ensemble de la classe NP
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NP-C

P

NP

?

?

?

?

?

Problèmes
d'optimisation

NP-Difficiles
fa
cil
es

?

?

?

?

problèmes de décision
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III.
Résoudre un problème de
recherche opérationnelle
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RESOUDRE UN PROBLEME DE RO

L'OPTIMISATION COMBINATOIRE

Maximiser ou Minimiser une
fonction "objectif" tout en
respectant un ensemble de

"contraintes"
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Faciles

•Chercher un chemin min min ou max
•Router un flot maximal entre 2
sommets sous des contraintes de
capacités

•Ordonnancer des tâches sous des
contraintes de précédence

• ….
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Difficiles

•Router un flot maximal entre plusieurs
paires de sommets sous des
contraintes de capacités

•Ordonnancer des tâches sous des
contraintes de précédence et de
moyens

• ….
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Résolution d'un problème de RO
"FACILE"

Solution optimale
trouvée par un algorithme

polynomial
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Chemin le plus court
d'un sommet vers tous les autres

a

b

e

c

d

8

3

6

2
2

4

2

(longueurs positives)

Algorithme de Dijkstra
1959





57

Résolution d'un problème de RO
"FACILE"

Attention:
si l'instance est très "grande"
même un algorithme polynomial
peut être impraticable
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Résoudre un problème difficile
MINIMISATION

Un exemple:

La localisation d'entrepôts
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Où installer les entrepôts?

Clients
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Combien faut-il créer
d'entrepôts et où faut-il les

installer de façon à servir tous
les clients pour un coût* total

minimal?

(* Somme des coûts relatifs aux entrepôts
et à la livraison des clients)
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Où installer les entrepôts?

Clients Servis par l'entrepôt le plus proche
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Une application réelle
Orange télécom

Clients

Entrepôts
=
équipements
=
sous-
répartiteurs

SR

NRA

0

1

2

Clients

Mathieu Trampont







Problème de RO "DIFFICILE"
Instances de petite taille (min)

{Solutions} BO
inf BO

sup

{Sol1} B1
inf B1

sup {Sol2} B2
inf B2

sup

{Sol6} B6
inf B6

sup{Sol5} B5
inf B5

sup

{Sol4} B4
sup<B2

inf{Sol3} B3
inf>B2

sup

choix: equip
en Sa

choix: pas
d'equip en Sa

choix: equip
en Sb choix: pas

d'equip en Sb
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Solution approchée avec garantie

solutionsS*

S

Heuristique

Instances de grande taille (min)

Résolution d'un problème de RO "DIFFICILE"


