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Unsupervised learning

. def.
Observations: = £33 "

Parametric model: 0 — oy




Comparing Distributions for Learning

Unsupervised learning

: def.
Observations: = £33 " 4,

Parametric model: 0 — oy

Density fitting: m@in D(ag, B)

— takes 1nto account a metric d. @



1. Optimal Transport




Monge’s Problem

Points (z;)i, (y;);

Permutation:

J:{l,...,n}%{l,...,n .‘__——-——'—".yj

MEMOIRE

SUR LA |
THEORIE DES DEBLAIS
ET DES REMBLAILD

T —————
Pr M. Mo~ GE

LGMQU'ON doit tranfporter des terres d'un lieu dans un
autre, on & coutume de donner le nom de Déblai an
volume des terres que 'on doit ranlporter, & le nom de
Remblui 4 Velpace qu'elles doivent occuper aprés le tranfport.
Le prix du traniport d'une moldécule éunt, toutes choles
d'ailleurs égales, progortionnel 4 lon poids & i Uelpace®u'on
Jui fuit parcourir , & par conléquent le prix du tranlport tolal
devant éwe proportionned i la fomme des produits des molé-
cules multiplides chacune par V'elpece parcouru , il s'enlun
iz que le déblsi & le rcmbm étamt donnés de figore & de
3 ol polition, il n'eft pas Indifférent que telle molécule du déblai
; 3 foit wranfportée dans tel ou tel autre endroit du remblai,

; mais qu'il y a une ceraine diftribution & faire des molécules

du premier dans le fecond , d'aprés laquelle la fomme de ces

Onge produits fera la moindre poflible, & le prix du tranfport total

fern un mimimant,

Monge optimal matching:

D(X,Y) = min Zd Tis Yo (i
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Permutation: T
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I onsqu'oN doit tranfporter Jes terres d'un lieu dans un
autre, on & coutume de donner le nom de Déblai an

Monge optimal matching:

D(X,Y) = min Z d(i, Yo (i))

volume des terres que l'on doit ranfporter, & le nom de
Rembluj i Velpace quelles doivent occuper aprés le tranfport.

Le prix du tranfport d'une molécule éunt, toutes choles
d'ailfeurs égales, progortionnel 4 lon poids & i Velpace®u'on
Jui fuit parcourir , & par conléquent le prix du tranlport tolal
devant éwe proportionned i la fomme des produits des molé-
L. e A cules multiplides chacune par I'elpace parcouru , 1 s'enfuit

e b i que le déblsi & le rcmbl):i étamt donnés de figore & de
= : polition, il n'eft pas Indifférent que telle molécule du déblai

foit wranfportée dans tel ou tel autre endroit du remblai,
mais qu'il y a une ceraine diftribution & faire des molécules

du premier dans le fecond , d'aprés laquelle la fomme de ces
Onge produits fera la moindre poflible, & le prix du tranfport total

feru un mimiman,

— Seems intractable: n! possibilities. o
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— Different number of points? o



Kantorovitch’s Formulation

B — Z;’nzl bJ(SyJ ° »
Points (2;):, (y;); o
Weights a; > 0, b; > 0. -

=
Z —1 i = Zmlbjz

Discrete distributions:
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Kantorovitch’s Formulation

a =3 180z,
Points (z;);, (yj)j
Weights a; > 0, b; = 0.

Z?:l a; = Zj:l b, =1

Discrete distributions:

Couplings: Zj P;,;=a; Zz P;; = b;
|Kantorovich 1942] \ /

H]l;n {Zi,j d(miayj)pp’i,j , P =20, Pl,, = aaPT]ln =b }



Optimal Transport Distances

def.
Wp(OJ, /8) — 1 g
( p]l:g%r%]l:b Zi,j d(z;, yj)pri,,j) -




Optimal Transport Distances

WP(Q/v /8) déf-

1
. P
( . S, > i Az, yj)”Pq:,j)

Convergence in law: Qp — P

<~ VfEC(X), fxfdan%f)(fdﬁ

Theorem: W, 1s a distance and
a, — B & Wy(la,,8) =0




Optimal Transport Distances

WP(Q/v /8) déf-

1
. P
( . S, > i Az, yj)”Pq:,j)

Convergence in law: Qp — P

<~ VfEC(X), fxfdan%f)(fdﬁ

Theorem: W, 1s a distance and
a, — B & Wy(la,,8) =0

®
N Y 1)
[02,, = dzlTv =2 vs. Wyp(0z,,02) = d(2n, )




2. Entropic
Regularization




Entropic Regularization

Schradinger’s problem: [1931]

Pﬂ:?gr%n:b i Axi,y; )PP j + ePj jlog(P; ;)




Entropic Regularization

Schradinger’s problem: [1931]

P]l:?g%n:b >i Ui, y;)PPi j + eP; jlog(P ;)




Sinkhorn’s Algorithm

min {Zi,j d(T“ yj)pPz',j + EPi,j log(P,,;,j) ; Pl = a, PT]I — b}

P
Proposition: { Pl=aP'1l=>b and (s us)P
K,, e <
T _ t,J
P SOIUthH @ Hu, V, Pl,j e ui K’L,] Vj



Sinkhorn’s Algorithm

min {Zi,j d(T“ yj)pPz',j + EPi,j log(P,,;,j) ; Pl = a, PT]I — b}

P
Proposition: { Pl=aP'1l=>b and (s us)P
K,, e <
T _ t,J
P SOIUthH @ Hu, V, Pl,j e ui K’L,] Vj

P = diag(u)K diag(v) = a = P1 =diag(u)(Kv) =u® (Kv)

Row constraint: u ® (Kv) =a (Col. constraint: v ©® (KTu) =b



Sinkhorn’s Algorithm

min {Zi,j d(’]ﬁ‘“ yj)pPZ"j + EPi,j log(P,,;,j) ; Pl = a, PT]l — b}

P
Proposition: { Pl=a,P'1=Db and (s us)P
K,; e =
1 S t,J
P solution < ( Ju,v, P;; =u; K, ; v;

P = diag(u)K diag(v) = a =P1 =diag(u)(Kv) =u 06 (Kv)
Row constraint: u® (Kv) =a Col. constraint: ve (K'u)=b

a b

Sinkhorn iterations: u < V < =
Kv K'u

Theorem: [Sinkhorn 1964] (u,Vv) converges.




Sinkhorn’s Algorithm

min {Zi,j d(’ljf“ yj)pPi}j + EPi’j log(P,,;’j) ; Pl = a, PT]l — b}

P
Proposition: { Pl=a,P'1=Db and Qs )P
K,; e =
1 S t,J
P SOlutIOIl <;\’ Hu, V, PZ,] e ]_]_,Z: K’L,j Vj

P = diag(u)K diag(v) = a =P1 =diag(u)(Kv) =u 06 (Kv)
Row constraint: u ® (Kv) =a Col. constraint: vo (K'u)=b

a b

Sinkhorn iterations: u < V < =
Kv K'u
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Matrix /vector multiplications: — O(n*/e*) complexity:.

— Parallelizable on GPUs.
— Convolution on regular grids, separable kernels.

Theorem: [Sinkhorn 1964] (u,Vv) converges.




The Curse of Dimensionality
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The Curse of Dimensionality

Theorem: LW, (a, Bn) — Wy(a, Boo)| <0
Dudley 1968] requires n ~ (1/ 5)dimen8i0ﬂ

Theorem: D

W;(aaﬁn) - W;(Oéaﬁooﬂ < 0

(Genevay 2019] 0 yires n ~ (1/g)dimension x (1 /5)? ale &
Genevay




Wasserstein Barycenters

Barycenters of measures (as)s: Y As=1 &

B* ¢ argénin D s AsWi(as, B)

as e, ’

[Solomon et al, SIGGRAPH 2015]



Wasserstein Barycenters

Barycenters of measures (as)s: Y As=1 &

p* e argénin D s AsWi(as, B)

=

Sinkhorn’s algorithm:



4. Application to
Generative Models




Density Fitting and Generative Models

. def. 1 mn Of@
Observations: = =) . Og, |

Parametric model: 0 — oy



Density Fitting and Generative Models

ag

. . def. 1 n e o
Observations: = =) . Og, e
) o o
| 0 et e
Parametric model: 60 — oy ® e o
&

Density fitting: dag(x) = pe(x)da

. . n——+00 Maximum
T —glog(pg(a:%)) — KL(Bloo)  pyelihood (MLE)



Density Fitting and Generative Models

g

. ) dif. l n ' . 5 ® /8

Observations: § = =) .~ 04, N e 2
N '(9 ‘ ..‘ .................. ,..:0.

Parametric model: 0 — oy " ® e e

Density fitting: dog(x) = pe(x)da

. | n——+00 Maximum
T “%:log(”e(m) — KL(Bloo)  pyelihood (MLE)

Generative model fit: oy = gg 4

KL(B]ag) = 400 " g/g\ 6
— MLE undefined. G / LA
— Need a weaker metric. N G

mgiﬂ ngp(aéa B) = = X2 . : o:o..ﬁ



Generative Models
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Training Architecture

. //—Q"‘. °zy min £(0) =W, (o, B)
21d o / g0 LA 7 Stochastic gradient descent
0—————“//. . )
o e . 0 < 9 — 7VE(H)
m ] o . 5
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Training Architecture

m:xl a@ mein 5(9) = ng(@m 5)

e . .
t/ _} /./' T, Stochastic gradient descent

................................................................................

Generatlve model

< | f +— 9 — 7VE(0)
Z Zm = .: . /8 S def
X .yl Yn 8(9) = ( Z@ 599(2:?, 716)
randn (d"(zi,95))
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Examples of Images Generation
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Examples of Images Generation

A .
Inception score
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— Need to learn the metric d(z,y) = |he(x) — he(y)| (GANS)
— Influence of €7
— Performance evaluation of generative models is an open problem.




Generative Adversarial Networks

"/ ‘ -2l AR
Progressive Growing of GANs for Improved Quality, Stability, and Variation
Tero Karras, Timo Aila, Samuli Laine, Jaakko Lehtinen, ICLR 2018



Conclusion
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Toward high-dimensional optimal transport:

— Scalable geometrical loss functions in high dimension?
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Toward high-dimensional optimal transport:

— Scalable geometrical loss functions in high dimension?

Comparing datasets across spaces:

|[Othmane Sebbouh, 2021]

RNA-seq
bes-HVIV

Single-cell multi-omics Gromov-Wasserstein
registration



